Inversion des matrices de Toeplitz dont le symbole admet un 
zéro d'ordre fractionnaire positif, valeur propre minimale. 






o 

(N 



< 



O 






Philippe Rambour* Abdellatif Seghier^ 



Résumé 



Inversion des matrices de Toeplitz dont le symbole admet un zéro d'ordre 
fractionnaire positif, valeur propre minimale et opérateur différentiel associé. 

Cet article présente trois résultats distincts. Dans une première partie nous donnons 
l'asymptotique quand N tend vers l'infini des coefficients des polynômes orthogonaux 
de degré N associés au poids (p a (6) = |1 — e l6 \ 2a f\(e 10 ), où /i est une fonction strictement 
positive suffisamment régulière et a > ^ a E M.\ N. Nous en déduisons l'asymptotique 
des éléments de l'inverse de la matrice de Toeplitz Tjq{ip a ) au moyen d'un noyau intégral 
G a . Nous prolongeons ensuite un résultat de A. Bôttcher et H. Windom relatif à l'asymp- 
totique de la valeur propre minimale des matrices de Toepliz de symbole (p a . On sait que 
dans ce cas la plus petite valeur propre de cette matrice admet une asymptotique, quand 
N tend vers l'nfini, de la forme ]ffe/i(l). Pour a G N* A. Bôttcher et H. Windom ob- 
tiennent une asymptotique de c a quand a tend vers l'infini, et un encadrement de c Q dans 
les autres cas. Nous obtenons ici le même type de résultat, mais pour a réel positif. 

in 

Abstract 



Inversion of Toeplitz matrices with singular symbol. Minimal eigenvalues. 

Three results are stated in this paper. The first one is devoted to the study of the orthogonal 
polynomial with respect of the weight (p a (9) = \l — e ie \ 2a fi(e l9 ), with a > \ and a G H.\N, 



and /i a regular function. We obtain an asymptotic expansion of the coefficients of thèse 
polynomials, and we deduce an asymptotic of the entries of (T/v (</?«)) where Tpf(tp a ) is 
a Toeplitz matrix with symbol (p a . Then we extend a resuit of A. Bôttcher and H. Widom 
resuit related to the minimal eigenvalue of the Toeplitz matrix T^(ip a ). For N goes to the 
infinity it is well known that this minimal eigenvalue admit as asymptotic -^f^/i(l). When 
a G N the previous authors obtain an asymptotic of c a for a going to the infinity, and 
they hâve the bounds of c a for the other cases. Hère we obtain the same type of results 
but for a a positive real. 
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1 Introduction 

Rappelons que si / est une fonction de L 1 (T) on appelle matrice de Toeplitz d'ordre N 
de symbole / et on note Tjy(/) la matrice (N + 1) x (N + 1) telle que (7V(/)) fc+1 /+1 = 
/(/ — A;) V fc, / < k, l < N, en notant h(j) le coefficient de Fourier d'ordre j d'une fonction 
h (voir [3]). Ici nous nous intéressons plus précisément aux matrices de Toeplitz de symbole 
/ = |1 — x\ 2a fi °ù /i est une fonction de L X (T) strictement positive sur le tore et où a est un 
réel strictement supérieur à — \. 

Le but de cet article est, dans une première partie, de compléter les résultats de [Ï6] et de 
[T7] . C'est à dire de donner une expression asymptotique des termes (T/v(/))^ ; et des termes 

(ÎV(/))fc i avec k = [Nx] et / = [Ny]. Autrement dit nous nous intéressons aux éléments 

du "coeur" de l'inverse de la matrice T/v(/) et au "coeur" de l'ensemble des coefficients du 

polynôme orthogonal de degré N associé au symbole /. Nous avons fourni ces résultats pour 
il 



a e] — g, ô] dans [TTJ et pour a entier positif dans [H] (voir aussi, bien sûr, [22], et p]). Le 



2' 2 

résultat pour a = 1 est dû à Spitzer-Stone ([H]) et aussi à Courant, Friedrichs, et Lewy ([6]). 
Ici nous donnons l'expression de ces asymptotiques pour a non entier supérieur à i ( voir 
les théorèmes [Q et [2]) . On remarque que ces asymptotiques sont donnés par des noyaux dont 
l'expression est toujours la même dans le cas des coefficients (2jv(/))jt i- De plus les noyaux 
G a donnant l'asymptotique de (Îjv(/))^" z sont de la même forme pour tous les a dans ]0, +oo[. 
Un autre problème classique lié aux matrices de Toeplitz est celui de leurs valeurs propres et 
particulièrement de leurs valeurs propres extrémales ( [8], [23], [2Ï], [22], [20]) et notamment 
de la plus petite. Si X a désigne la valeur propre minimale de îjv(/) avec / = |1 — x| 2Q /iî ave c 
/i fonction régulière, on sait que dans le cas où l'exposant a est un entier naturel strictement 
positif ([1], [5], ) il existe une constante c a telle que pour TV" tendant vers l'infini 

A <*~/i(l);pb- 

Kac, Murder et Szegô ont montré dans [9] que c\ existe et vaut = ir 2 , et Parter a obtenu dans 
[Ï3] que l'existence de c^ et C2 = 500, 5467. Dans [15] et [H] Parter a montrer l'existence de c a 
dans le cas général pour des exposants entiers. C'est donc un problème ancien que d'évaluer 
ou au moins d'encadrer le réel c a et aussi de chercher un asymptotique de cette constante 
quand a tend vers l'infini. Dans [1] Bôttcher et Widom répondent à cette question pour a 
entier. Nous reprenons ici ce problème pour des exposants a qui sont des réels positifs non 
entiers (théorème [3|) . Dans le théorème [3] nous montrons l'existence des constantes c a et nous 
donnons une expression formelle de c a pour tout a positif. Nous en déduisons ensuite des 
encadrements des constantes c a pour les valeurs de a non entières situées dans les intervalles 
]0, ^ [^, 1[ et ]1, +oo[ (corollaire [2]) . Enfin nous retrouvons dans le cas où a est un réel positif 
l'asymptotique de c a donné par Bôttcher et Widom dans le cas entier (théorème [5]) . 
Dans le cas d'exposants réels négatifs, a G] — ^, 0[ on pourra consulter [2] 

2 Inverse des matrices de Toeplitz de symbole |1 — e zé, | 2a /i. 

Nous considérons maintenant les matrices de Toeplitz T/v(|l — e l6 \ 2a fi) où a strictement 
supérieur à ^, la fonction f\ étant régulière, appartenant à l'ensemble A(T, 3/2) avec A(T, v) = 
{c G L 2 (T)/ Ylntz nU \c( n )\ < °°}i s i l' 011 appelle c(n) le coefficient de Fourier d'ordre n d'une 



fonction c. Pour de telles fonctions / et /i nous savons (voir [20]) qu'il existe des fonctions g et 
g\ dans H£ = {c G L 2 (T)/c(ra) = <*=>■ n < 0} telles que |1 — e l9 \ 2a f\ = gg, f\ = g\§\ (avec 

g = (1 — e l9 )gi). Dans la suite nous notons /3g = (l/<?)(0) et x($) = e* 61 . Le but de cette 
section est d'établir complètement les deux théorèmes qui suivent. Il faut noter que pour a 
entier naturel strictement supérieur à 1 ces théorèmes ont été complètement établis dans [16J, 



et dans le cas où a est un réel contenu dans l'intervalle ]-£, |] ils ont été démontrés dans [T7] , 
Ici nous en donnons les démonstrations pour a > \. On peut remarquer que dans le cas où a 
est négatif le noyau intervenant dans l'expression des coefficients de l'inverse est différent de 
celui que nous donnons ici. Il est par contre identique dans le cas où a G]0, \] et pour a G N. 

Théorème 1 Si a > ^, nous obtenons pour < x < 1, 

5l (l) (t n (\1 - xl^/i))" 1 , = W>N a ~ 1 -± i; ar- 1 0- ~ x) a + oiN*- 1 ), 

V / [Nx]+i,i r(a) 

uniformément pour x dans [o~i, 62], < 5\ < 62 < 1. 
Théorème 2 Pour < x, y < 1 et pour a > 5 nous obtenons 

/i(l)fe(|l- X | !to /i))" 1 1 irvl 1 =-^ flc ^ 1 T^r(G a (x,y))+ (JV ao - 1 ) 

V / [7Vx]+i,[jVï/]+i l^(aj\ / 

uniformément en (x, y) pour 0<ôi<x,y<Ô2<l avec 

G a (x, y) = x«y a f ( * " x) *~£ " y)< " 1 dt. 

Rappelons que pour a = 1 cet énoncé est connu depuis très longtemps : c'est le théorème de 
Spitzer-Stone [T9] . 



Corollaire 1 Si a > \ on a, avec les mêmes hypothèses que pour le théorème [3 



..>,. B(2a,2a) L , 



/l( i)Tr ^(r^ii - xr/i) j = ^ r2(( ; )(2 , a _ 1) + °( N2a y 

Le résultat pour a G N a été obtenu par A. Bôttcher dans pQ. On obtient 

3 Valeurs propres minimales. 

Remarque 1 Pour a > ^ nows pouvons prolonger la fonction G a à x = y. Ce n'est évidemment 
pas possible pour a G [0, |]. A^ous pouvons néanmoins écrire le théorème (W\), en faisant un 
passage à la limite dans le cas où a < \. 

Rappelons tout d'abord la définition suivante 



Définition 1 Si f est une fonction de L 2 ([0, 1] x [0, 1]) et n un entier naturel, nous noterons : 
* n f la fonction définie sur [0, 1] x [0, 1] par 

* n f(x,y)= / f(x,xi) f(xi,x 2 )--- f(x n -i,x n )f(xn,y)dx n dxn-i---dx2dxi 
Jo Jo Jo Jo 

Théorème 3 Si /i G A(T, 3/2) et si X m i n (Tn(\1 — x| 2a /i)) désigne la valeur propre mini- 
male de T/v(|l — x\ 2a fi) avec Xmin (Tjv ( 1 1 — x\ 2a fi)) ~ ]ffe/i(l) on a pour tout réel a > 
différent de \, 



N 2c 



lim ( [ * s G a (t, t)dt) ) = — (1 + o(l)) 

^+°° VA) J J Ca 



Corollaire 2 En gardant les mêmes notations et hypothèses que pour le théorème précédent 
on a les encadrements suivants pour la constante c a . 



1. Si < a < \ alors 



r(l - a) T(a) r(a)(4a + 1)IY1 - a) 

< c„ < 



r(l -2a) K a ~ T(l - 2a) 

avec 

A-, - ( ^ + £^(2a) + r(l-2a)rH 



S. Sz g < a < 1 a/ors 



2a T(4a) T(l - a) 

r(4a)r 2 (a)(2a - 1) 2 (2a + l)(2a + 2)(2a + 3) 



T 2 (2a) 
3. Si a e]l,+oo[\N* alors 



<c a < T 2 (a)- 



r2(a)r(4a) <c a <^(2a-l)(4a-l)(2^). 



T(2a-l)r(2a + l) 



Parmi les encadrements possibles de c a nous avons essayé de donner les encadrements les 
meilleurs. Pour a entier supérieur ou égal à 1 Bôttcher et Widom obtiennent dans [4] l"encadrement 

T 2 (a)r(4a) 4a + ir(4a + l)r 2 (a + l) 



T(2a-l)r(2a + l) ~ 2a + 1 T 2 (2a + 1) 

Nous ne pouvons pas récupérer le majorant dans le cas où a est un réel positif non entier, 
les arguments utilisés étant spécifiques aux entiers. Néanmoins notre majorant est d' ordre 
comparable. 

La valeur propre minimale est beaucoup plus difficile à évaluer dans le cas a = \. 
Néanmoins en utilisant le corollaire 3 de |17j que nous rappelons ici 

Théorème 4 Si /i est une fonction régulière dans A(T, |) on a 

/i(l)Tr (t n (|1 - xlfi))' 1 ) = ^NlnN + o(NlnN). 



nous obtenons immédiatement la propriété 
Propriété 1 Si a = \ on a 

Enfin de la même manière que Bôttcher et Widom dans [17Jnous obtenons l'asymptotique de 
c a lorsque a tend vers l'infini. 

Théorème 5 Avec les hypothèses du corollaire précédent nous pouvons écrire, pour a tendant 
vers plus l'infini 

2a 



^™(t) ( 1 + °( 1 /v / ^))- 



4 Démonstration du théorème CD. Cas où a > h 

4.1 Position du problème 

Dans cette partie nous considérerons un symbole de la forme / = |1 — x\ 2a fi avec f\ une 
fonction régulière qui s'écrit f\ = g\g~i et où a est un réel strictement supérieur à ^- dans la 
suite de la démonstration nous supposerons, pour simplifier les notations, que g\ (1) G M. Pour 

de tels a nous posons g = (l — x) a 9i et J = y, @u /• Nous avons ainsi /3q = ^ f^ ,\ 6 -, d9. 

u=0 

Rappelons que les théorèmes CD et [2] ont été établis dans pT] pour a GJ — 5, f] e * dans [Ï6] 
pour a G N*. On pourra aussi consulter [Ï8]. On peut noter que dans le cas particulier a = 1 
le théorème El correspond au célèbre théorème de Spitzer-Stone (voir |19]). Nous utiliserons 
pour cela d'une manière déterminante la propriété fondamentale des polynômes prédicteurs 
dont les coefficients sont obtenus en normalisant les termes de la première colonne de l'inverse 
deT N (f) par (T N (f))\^ (voir [llj). 
Rappelons ici cette propriété ainsi que la formule de Gohberg-Semencul [7]. 

Propriété 2 Si Pn désigne le polynôme prédicteur du symbole h alors 

Vs -N<s<N h(s) = (tH(s), 
si h(s) désigne le coefficient de Fourier d'indice s de la fonction h. On a alors 

N+l 

Propriété 3 (Goberg-Semencul) Si Pjv+i = /^ Ax" un polynôme trigonométrique de degré 

u=0 

inférieur ou égal à N + 1 on a , si k < l 



-. k N+k-l 

Tn (~\P \2^k+l,l+l = 2_^fik-uPl-u ~ 2^ Pufiu+l- 



u=0 N-l 



On remarque que la formule de Gohberg-Semencul et aussi la propriété [2] permettent de 
calculer, en toute généralité, les coefficients 

(2V(/))h+i j+i ; < h < N, < l < N quand on connaît les coefficients (Î7v(/))^ +11 
< k < N. La démarche naturelle est donc de d'obtenir d'abord le théorème [T] et d'en déduire 
le théorème [2J 

Dans le cas où a > \ la propriété fondamentale des polynômes prédicteurs et la formule 
de récursion H] ci-dessous permettent de déterminer les termes (T]y(\l — x\ 2a fi)) k+11 pour 
< k < N en fonction des termes (T/v(|l — x\ 2a ~ 2 fi)) , < u < N. Il est donc naturel 

d'utiliser un raisonnement par récurrence pour obtenir les coefficients (T/v(|l — x| 2a /i)) + > 
< u < N, pour tous les réels a > \, a ^ N à partir des éléments (Tjv(|1 — x\ 2a ~~ 2 fi)) k+ i 1 > 
< k < N. Dans le cas où — ^ < et < ^ ces coefficients sont connus explicitement ( voir [17j). 
nous pouvons donc initialiser sans problème la récurrence. Plus précisément pour un entier 
positif p et si a est un réel appartenant à l'ensemble ]p + \,p + |] \ {p} nous allons déduire, à 
l'aide de la formule [U les coefficients de la première colonne de (îjv(|l — x\ 2a fi)) de ceux 
de (Tjv(|1 — x| 2a_2 /i)) <l ue nous supposerons connus. 

4.2 Formules préliminaires. 

Citons tout d'abord le résultat suivant établi, comme nous l'avons déjà dit, dans [17j . 
Théorème 6 Si =£ < et < \ e£ < x < 1 



ct-1 



gi (l) (T N (\1 - X\ 2a fi))^ x]+1A = ^^^"'(l " *T + oiN*- 1 ) 

uniformément par rapport à x, sur tout intervalle [61,62], < 6\ < 62 < 1. 

Théorème 7 Avec les mêmes hypothèses que dans le théorème précédent nous avons, pour 

k 
tout k £ N tel que lim — =0, les relations suivantes 

N^oo N 

1. 

(Tn(\1 ~ x\ 2a fi)) k l 1A = ti a) (/t } - ^/t +1) ) (1 + o(l)) , N -+ 00 (2) 

2. 

(Tn(\1 ~ x\ 2a h)) N \i- k ,i = $> (|§^ +1) ) £ C 1 + °^ ' N -+ °°' ( 3 ) 

les deux formules étant uniformes en k pour k G [0, [iVe]], e étant un entier suffisamment petit. 

(On pourra consulter |10j pour la démonstration de ce dernier théorème). 

Dans la suite de la démonstration nous allons utiliser la formule de récursion suivante 
permettant de calculer pour tout polynôme de degré N + 1 les termes (îjvj 1 _ x |2/ip 1 p) 
en fonction des coefficients de P/v+i- Cette formule a été établie dans [16]. Comme nous l'avons 
montré dans ce même article, elle permet de calculer le polynôme prédicteur de |1 — x\ 2 h en 
fonction de celui de h. Si Pjv+i = S u =o PuX u cette formule s'écrit : 

k 1 

Cfyli-xlVIJV+ilOfc+i,! = Â) 5Z&-u + N + 1 + A(P N+1 )P° ÂN ' k (4) 

u=0 



avec : 

1. A N>k = (Q' 2k (l)P N+1 (l)/P N+1 (l) - (Qi ifc )(l) + X>) , 

V u=0 / 

2. A(P N+1 ) = -2U(P' N+1 (1)P N+1 (1))/\P N+1 (1)\ 2 

N+l k 

3. Q2, k (r)= E Pur u ^ N+1)+k QiAr) = Y.^ rk ~ U+2 - 

u=N+2-k u=0 

Enfin nous noterons par n , 2 +a(p T °^ ^N+i,a I e polynôme prédicteur de |1 — x| 2a /i> 

et nous poserons : 

7V+1 

Pn+i,« = E ^ a) X u - 

u=0 

Il est facile de se convaincre que pour pouvoir utiliser la formule dH) pour passer de la connais- 
sance de (T/v(|l — x\ 2a fi)) k i ! i à celle de (ïjv(|l — x\ 2a+2 fi)) k+ï 1 nous avons besoin de 
connaître les quantités 



{T N (\1- X \ 2a h)) k l hl quand Jim_k/N = 



N^+oo 



(TMIl-xl 20 /i)),' quand lim k/N = x, < x < 1 

(r,v(|l-x| 2a /i))^ +lil quand lim k/N = 1 



JV^+oo 



JV+1,. 



îl) et i^ +1 , a (l). 



Pour qG]-^] nous connaissons les trois premières quantités. Il nous faut obtenir les deux 
dernières. Ces valeurs peuvent facilement se déduire des résultats par un passage à la limite 
dans le théorème 1.4 de l'article [12j . 

Nous sommes finalement conduits à établir l'hypothèse de récurrence suivante, qui doit 
être vérifiée pour tout entier naturel p. 

Hypothèse de récurrence Pour tout entier p G N et tout réel a G]p — \,p + \] \ {p} nous 
avons les asymptotiques suivantes 

1. 

{T N (\1- X \^f ^-1^=^^(1 + 0(1)) pour lim k/N = 



7V->+oo 



Si lim k/N = x, < x < 1 nous avons 

7V->+oo 



2. 



(t n (\i - x\ 2a hT k lii = ti a) Tîâj^ xa ~ 1{1 - xr + 0{NC 

(T N (\l - X| 2a /l))^_, +lil = O (max(N a ~ l ), 1) pour ^^k/N = 



4. 

PiV+l,a(l) - 5i(1)r(2a + 1) + °(^ ), P w+lltt (l) - 5l(1)r(2Q + 2)r(a) + o{N ). 

Pour p = ( c'est à dire a e] — 3, sj[) ces points sont établis : ce sont les théorèmes [6] et 
[7] pour les points 1. 2. et 3. et un passage à la limite dans [12J. Il nous faut maintenant les 
établir pour l'entier p + 1 en les supposant vrais pour p. Cependant certains calculs demandent 
un traitement différent selon que le réel a est positif ou négatif. Nous serons donc amenés à 
distinguer parfois ces deux cas dans nos démonstrations. Remarquons enfin que l'uniformité 
de l'expression asymptotique passe de a à a' = a + 1 grâce à la relation @ . 

4.3 Calcul de l'asymptotique de (T N (\1 — x\ 2a fi))k+i 1 quand lim k/N = 

' N— >+oo 

Dans un premier temps il est facile de vérifier que l'hypothèse de récurrence, jointe à la 
formule H] et à la normalisation du polynôme prédicteur, donne, pour tout a > 0, 75* = 

Si maintenant ■& —^ quand N tend vers l'infini, la formule (JJJ) devient 

k / k k \ 

(TaK|1-x|VI^ + iI));^ 

u=0 ' V u=0 u=0 ) 

si k prend une valeur fixe suffisamment petite (k = 0, 1, 2 • • • ), le résultat est obtenu immédiatement 
pour a + 1. Si ce n'est pas le cas nous pouvons remarquer que 

J2P { u a) = /?i Q+1) et iZ u ^ ] ~ a 4-t 2) ~ Q tf* +1) ^ lV Nous Pouvons alors écrire 
(2V(|l-x| 2 /|iV+i|))fc+ 1)1 = 

= ^(/T ^ + ^ (- (* + D^ +1) + «^ +1) ^t) ) (i + °«) • 

C'est à dire que quand -fe — )■ quand iV tend vers l'infini nous avons 



(7M|1 - xlVl^+il))^!,! = ^^f +1) (1 + o(l)) , 
ce qui s"écrit encore 

(T^(|l - x| 2(Q+1) /i) _1 = W^tfF X) (1 + o(l)) • 
v / fc+1,1 

Nous avons donc démontré le point 1. de la récurrence. 



4.4 Calcul de l'asymptotique de (Tjy(|l — x\ 2a fi))N-k+i 1 quand 
lim k/N = 1 

L'hypothèse de récurrence et la formule de récursion ((4|) permettent d'écrire, en utilisant 
l'hypothèse fifi(l) G M 

(ïM|l - xlVl^AT+ll))^! ! ~ Pn+i(1) + 



2a + 
+ 



- (pn+iM ~ o(N)P N+1 (l) + |^ (P' N+1 (1) - NP N+1 (1] 



N V JV+iV y v ' i,Tn; gi(l) 
~ 0(iV Q ) = o((ma X (iV«',l) 

L'égalité 0(N a ) = O f (max(JV a -1 , -^) J étant une conséquence de p > nous obtenons ainsi 
l'égalité annoncée, c'est à dire le point 3. de l'hypothèse de récurrence. Dans les paragraphes 
qui suivent nous allons maintenant établir le point 2. de cette hypothèse. 



4.5 Calcul de l'asymptotique de (T/v(|l — x\ 2a fi))N~k+i î quand 
lim k/N — x, < x < 1. 

Dans ce cas nous pouvons écrire la formule H] de la manière suivante 

(T N (\i- x \ 2 /\p N+1 \)y k l 1A = (5) 



A(p—f ® 



\u=0 

ATI 

£ 7 i a) (n-(iV + l) + fc)^±^-^ 7 W(fc-n + l)))(l + 0(l/iV)) 



ATI p ,^ k 



\u=N+2-k 

k 



Calcul de la somme V^ lk-u 



(a) 

ï 

u=0 



Cas a < 0. 

fc [JVe] k 

Ecrivons \] lk-u = S\ + S2 avec S\ = YJ 7« e * #2 = /J 7« > avec e un réel positif qui 

u=0 w=0 [AT6]+1 

tend vers zéro. On trouve 

Si = r( * [Ne] a + o(N a ), 

T(a + l)ffi(l) 

et 

52 = r? f m Wr t a - 1 ((l-t) a -l)dt+ [ X t<*- l )+o(N<*) 

L {0!)gi{i.) \J[Ne]+l)/N J[Ne]+l)/N J 

-N a (r t a ~ 1 ((l-t) a -l)dt+ — -W^)+o(N a ). 



T{a)gi(l) \J[Ne]+l)/N a a 



Ce qui donne finalement 
k 



^ r(a)flfi(l) \J[ N e]+i)/N a / 



Cas a > 0. 

La formule d'Euler Mac-Laurin donne immédiatement 



!>-» - rnb) *° f '°" (1 - () °* + o(Ar ° ) ' 



AT+1 



Calcul de la somme >^ u 7u • 



u=7V+2-fc 

Là aussi la formule d'Euler Mac-Laurin donne immédiatement dans tous les cas 

\ra+l ri 

iv ' -• ■ '- T a+1\ 



N+1 \ra+l ri 



u=Af+2-fc 



7V+1 

Calcul de la somme N^ 7« ■ 

u=7V+2-fc 

On obtient de même, en utilisant les points 1 et 3 de l'hypothèse de récurrence 

N+l x 

Y^ -/ { u a) (k-N-l) = N a (k-N-l) t a -\l-t) a dt + o(N a+1 ) + o(N a+1 ). 

u=N+2~k ^ 1 ~ x 

Le dernier point de l'hypothèse de récurrence permet d'autre part d'affirmer que, nous avons, 

dans tous les cas 

2rv 

A(P N+1 , a ) = --—N + o(N). 
2a + 1 

Fin de la démonstration point 2. Nous avons obtenu : 
- si a < 

/ /|i _ v |2(a+i) \ \ _1 R a 

V V l p ^l //fc+i.1 r («)*(i) 

avec 



fca,i(x) = / t a_i ((i-*r-i)dt+ — + 



+ (2a + 1) ( f t a -\l -t) a (t + x- ï)dt + f t a {\ - t) a dt 

\Jl-x JO 



■ l i .a-1 



a Jo 



x / i"- 1 ((1 - i) Q - 1) dt 
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si a > 



-i 



/ h _ y |2(a+l) \ \ £a 



avec 



k a ,2(x) = f t a ~ l {l-t) a dt + +{2a + l)( f t a - l {l-t) a {t + x-l)dt 

Jo \Jl-x 

+ t a (l-t) a dt-x t a - l {l-t) a dt\ . 
On vérifie par un calcul immédiat que 

^, lW = ^, 2 w = ~(x»(i-xr«). 

Puisque le développement en série entière de ces trois fonctions est une somme de termes en 
t a+:J ,j £ N* ces fonctions ne peuvent différer d'un polynôme de degré un. Elles sont donc 
égales, ce qui achève de prouver le point 2 de la récurrence. 



4.6 Calcul de P N+ha (l) et de P' N+ha 

application des points 1. 2. 3. de la récurrence et de la formule d'Euler et Mac-Laurin 



Ces quantités sont établis pour a e] — ^, |[. Le calcul dans le cas général est une simple 



5 Démonstration du théorème [2] et du corollaire [T] 

5.1 Démonstration du théorème [2] 

Le théorème a été démontré pour a G] — i, |] dans p2], et pour le cas où a est un entier 
dans N dans [16j. Ici nous le démontrons pour a G]p— ^,P+ |[.Pour cela nous allons bien sûr 
utiliser les résultats du théorème [TJ 
La formule de Gohberg-Semencul donne, pour k <l, 



avec toujours, si k = [Nx],0 < x < 1 



N+k-l 

(a) -(a) 

u=0 u=N-l 



Tvra—1 

r(«)3i(i) 

Posons k = [Nx],l = [Ny],0 < x < y < 1. On peut dans un premier temps écrire, en posant 
ko = [Ne], e > 

k k—ko k 

Vy (q) >y {a) = V 4 a) >y {a) + V 4^ -Y (Q) 
/ j 'k—u n—u / j 'k—u n—u ' / j 'k—u n—u' 

u=0 u=0 u=k—ko+l 
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On a clairement 

u=k—ko+l 
D'autre part 

k— fco 



E_(q) (a) __ 
'k—u n—u 

M=0 



j\r2a~ 1 /•£ 



n^xMîy J {x ~ t)a (1 - x + t)a(y - t)a (1 - y + t)a * + o(Ar )■ 

Si J\ = Jq{x — t) a ~ 1 (l — x + t) a (y — t) Q_1 (l — y + t) a dt, nous pouvons écrire, en posant « 
puis u> = 1 — u, on a 

J 1 = x a f (1- u)*- 1 (1 - x(l - u)) (y - ux) a -\l -y + xt) a dt 
Jo 

Ji = x a [ w a -\l - xw) a {y - (1 - w)x) a ~ 1 {l-y + x{\- w)) a dw. 
Jo 

Enfin en posant v = wx il vient 



J x = / v a ~^(l - v) a (y -x + v) a ~ l (l -y + x- v) a dv. 
Jo 



Nous avons de même 



N+k-l k /u2a-2 

V ^(a)^H -V-Y (0) */ {a) -— S I.AT 

/ j lv ly+l-k ~ / j ly+N-lly+N-k ~ T 2 (a)f (1) ' ' 
u=N-l v=0 l ,Jl ^ ' 



avec 



Si l'on pose 

J' = Al + t - x) a -\x - t) a (l + 1 - y) a ~ l (y - t) a dt 
Jo 

le changement de variables u = - donne 



•1 

f = x a+l I (1 - x(l - u))^ 1 (1 - u) a {\ -y + ux) a - l {y - ux) a du. 
o 
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L'on pose alors successivement w = 1 — u et v = xw. Cela donne d'abord 

V — „a+l / /1_™,'l a - l „,aCl_, l ±»._.„^a-l| 



ji = x a+l / Çi _ xw )<*-i W <*(1 _ y + x _ TO )«-i(y _ x + wx ) a du, 

puis 

J'= i (l-v) a - 1 v a (l-y + x-v) a -\y-x + v) a dv. 
Jo 

Nous devons maintenant évaluer J — J' . Nous obtenons tous calculs faits 

Ji-J' = [ v a - 1 (l-v) a - 1 (y-x + v) a - 1 (l-y + x-v) a - 1 (l-y + x-2v)dv 
Jo 

(v — vy + v x — v ) a ~ (y — x + v — vy + vx — v ) a ~ (1 — y + x — 2v)dv 



o 

Effectuons maintenant le changement de variables v\ = v — vy + v x — v 2 . L'intégrale J — J' 
devient 

rx—xy 

Ji-J'= / v^- x {y-x + v 1 ) a - x dv 1 . 

Jo 

Ce qui devient, en posant v 2 = x — v\ 

Ji-J'= f (x - v 2 r-\y - v 2 ) a - 1 dv 2 

Jxy 



ou encore avec v* = — 

° xy 

h-J' = x a y a j \l - xv 3 r-\l - yv^r^dvs; 
En posant pour finir z = — on obtient le résultat attendu, c'est à dire 

T j, a a f 1 (z-xr-Hz-yr- 1 , 

J — J = x y / ^ dz. 

h/y 

5.2 Calcul de la trace quand a > \ 

Le théorème El et la propriété d'uniformité énoncée dans ce théorème permettent d'écrire, 
si e est un réel qui tend vers zéro, 

N~Ne T\r2a— 1 i, r, 

^(ïMU-xl-A))- 1 = E (2a ! 1)r2(a) (|-i) 2 -'(|) 2 °- + °(^) 

v=Ne K ' v ' 

N 2a f 1 

1 x 2a - 1 (x-l) 2Q - 1 dx + o(AT 2a ) 



(2a-l)r2(a)j„ 

N 2a 



(2a-l)r 2 (a) 
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B(2a,2a) + o{N 



2a\ 



6 Démonstration du théorème [3] 

6.1 Cas où l'exposant a est supérieur à | 

Le réel a étant fixé nous introduisons la notation tp a = |1 — x\ 2a fi- Démontrons d'abord 
le lemme 

Lemme 1 Posons (f a = |1 — x| 2q /i auec Q > è- Alors si jï tend vers 0, et < l < N on a 

(T N (<p a ))£ ltl+1 = oiN 2 "- 1 ) 

De même si -L* tend vers 0, et < k < N on a 

(ïM^)) fc + M+1 = oiN^- 1 ) 

(T* (v>a))£i,*-J+i = o{N 2 ^), 

les quatre formules ci-dessus étant uniformes sur [0, [Ne]] x [0, N] ou sur [0, N] x [0, [Ne]] pour 
e assez petit. 

Preuve : Avec les mêmes notations que précédemment nous avons toujours 

min(fc,Z) N— max(fc,Z)+min(fc,£) 

(TN((fa)) k+lt i +1 = 2^ Jk-ult-u - 2^i 7u7«-max(fe,0+min(*!,0 ■ 

w=0 u=N— max(k,l) 

En utilisant les points 1,2,3, de l'hypothèse de récurrence on obtient facilement que si jç ou 

■h dans [0, Ne] avec e — > les deux sommes intervenant de l'égalité ci-dessus sont d'ordre 

o{N 2a - 1 ). 

De même si ■& = x > et i = 1 — e on a, en réutilisant les calculs de la démonstration du 

théorème ((2J) : 

E *^.- 

]\j2a— 1 {-x 



KTZa-ï i-x 

—— / ( x -t) a - 1 {l-x + t) a {l-t) a -H a dt + o{N 2a - 1 ) 



et 



Af-Z+A; 

lu lu—l+k ~ 
u=N-l 

T\r2a—1 r x 



r 2 /i(i) 



Al + i - x) - 1 ^ - t) a t a '\l - t) a dt + o{N 2a - 1 ). 
Jo 



Les mêmes changements de variables que ceux effectués dans la démonstration du théorème [2] 
donnent alors 

(2Mp«))i£i f i+i = o{N 2a - 1 ). 
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□ 



Démontrons maintenant le théorème proprement dit dans le cas a supérieur à |. Nous avons 
bien évidemment, pour tout entier naturel s et pour tout entier k,0 < k < N 



N /N 

fc+l,fc+l 



(T N (<p a )) M = Y ( T ^W)fc+i,/»._i+i Y ( T ^(^))J-i+i,^- 2 +i 



/i s _l=0 \/i s _2=0 

iV 



Y ( T A r (^))h 1 + l,fc+l 



fei=0 
Grâce au théorème [2] et au lemme (pQ) nous pouvons écrire, si N suffisamment grand 

(T N (<p a )) ) = r , , 2sf TTTs 

/fe+i,fc+l r(a) /s /i(l) 

JV 

x ^ G a (k/N,h 8 -i/N) 

h 3 -i=0 

(N N \ 

^ G a (h s -x/N, h s _ 2 /N) ---Y Gafa/N, k/N) + o(iV 2sQ - s ). 
h s _ 2 =0 /ll=0 / 

En appliquant s fois la formule d'Euler Mac-Laurin il vient 

! \ ^ N 2sa 

(TnM)- 1 



fc+i,fc+l r(a) 2s /i(i) s 

X / •• / G a (A;/Af,t s _i)G a (t s _i,t s _ 2 )---G a (ti,A;/iV) û !t n „i(it n _ 2 ---dti+o(iV 2sa ). 
C'est à dire que, en utilisant les notations de l'introduction nous pouvons écrire que 

(< r »W»1 MlW " iWAfl)' *' G « (W k/N) + o(Jv2ra) 

ou encore 

Tr(((r w (^))^)) =y o r(a)2s/i(ir ^G Q (t,t)dt + (JV^) 

La fonction G Q étant continue sur [0, 1] x [0, 1] on peut passer à la limite sur s et écrire 

-i\ s \ 1 /' s 



lim [Tr( (T N (ipa)) 

s— >+oo \ \ 

N 2a / pi \l/s 

-2—- lim / * s G a (M)dt + o(iV 

r 2 /i(i) s-*+oo \j y 
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6.2 Cas où l'exposant a e]0, \[ 

Remarquons que comme pour a < 5 nous avons le lemme suivant qui correspond au lemme 

Lemme 2 Posons ip a = \1 — x\ 2a fi avec a €]0, |[. A/ors si A tend vers 0, et -^ — > y > on 

si, d'autre part, -Jh — )■ y < 1 on a 

De même si 4? tend vers 0, et 4? — > x > on a 



(3MO)^ M+ i = o(N 2a ~ l ) 



si, d'autre part, -4 — > x < 1 on a 



(Tj V (Va))fcil,J V -J+l = "(iV 20 - 1 ), 

les quatre formules ci-dessus étant uniformes sur [0, [Ne]] x [0, N] ou sur [0, N] x [0, [iVe]] pour 
e assez petit. 



Pour pouvoir reprendre la démonstration du cas a > \ nous devons établir les trois lemmes 
suivants. 

Lemme 3 Si < a < | e£0<x/y<l on a 

G a (x,y) < — z— (max(x,y) - min(x,y)) 2a_1 . 

r(l-a) 

Preuve : Pour la démonstration de ce lemme nous supposerons < x < y < 1. Il est alors 
clair que 



t 2a ~ y 2a 

Nous allons nous concentrer sur l'intégrale J (t — x) a_1 (£ — y) a ~ 1 dt. En utilisant des change- 
ments de variables successifs nous obtenons 



y f J y 

-1 
y 

1 nl-x 



{t-x) a - l {t-y) a - l dt - / ^-^—^--i^-id/t^-a.)*-! 

j/ Jy—% y "^ 

(l-x)/(y-x) 

n " 1 ^ - ïj^du (y - x) 2 "" 1 

1 
1 

v- 2a {l-v) a - l dv{y-x) 2a - 1 

(y-x)/(l-x) 



Nous savons d'autre part que 

v- 2a {l-v) a - l dv 



1 r(l - 2a)T(a) 

T(l-a) 
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Ce qui permet finalement de conclure 



^ a {x,y)< ya r(1 _ a) [y *) , 



et finalement, puisque a est positif 



r(l - 2a)r(a) , ^ 2a _! 



G a (x,y) < — =r- r — (y-x) 

1 (1 — a) 



D 



Lemme 4 En posant t a (x,y) = (max(x,y) — min(x, y)) a on a, si < y / z < 1 

t a (y,x)t a (x,z)dt < K a t a (y,z). 

o 

auec x - (j, + r2 ( 2 ") + r(i-2a)r(g) 
uutc j\ a — y 2a ^ r(4a) ^ r(i-a) 

Preuve : Supposons < y < z < 1. Posons 

i /-y 

t Q (y,x)t a (x,z)dx = / i a (y, x)t a (x,z)dx + 
o JO 

+ / t a (y,x)t a (x,z)dx + t a (y,x)t a (x,z)dx. 

J y J z 

Avec des changements de variables du même style que ceux utilisés précédemment nous obte- 
nons les égalités 

y rz 

t a (y,x)t a (x,z)dx = / u 2a ~ l (y — z + u) 2a ~ l du 
o Jz-y 

/ \ 2a-l 

u 2a-l (_^__l) du(z-yf a - 1 

z-y \z~y J 

z/(z-y) 

v 2a - l {v-lf a - l dv{z-y) 4a - 1 . 
1 

On peut remarquer que 

z/(z-y) rz/(z-y) 

v 2a -\v-l) 2a ~ l dv< / (v-l) 2a - l dv. 



Et puisque 



z/(z-y) i 2a 

(v - l) 2 "- 1 ^ J 



»! 2a{z-y) 2a ' 

nous pouvons finalement conclure 



rv i 

/ i a (y, x)t Q (x, z)dx < — i a (y, z). 
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Nous obtenons de même 

j-z-y 

ta{y, x )ta{x, z)dx = / (z — y — u) a ~ u a ~ du 

Jo 



z-y 



II 



2a-l 



1 — ) u 2a - l du{z - y) 2 "- 1 

o v z-yJ 

(z - yr- 1 J\\ - vr-^-'dv = T -^(z - y r-\ 



Puisque a > nous pouvons conclure 

s / n , T 2 (2a) , . 
ta{y,x)ta{x,z)dx < t a (y,z). 

1 (4a J 

Enfin l'intégrale J t a (y,x)t a (x,z)dx a déjà été étudiée précédemment. □ 

Le lemme suivant donne une expression asymptotique de (T/v (|1 — x\ 2a fi) ) pour 

a g]0, g[ qui est plus compliquée que la précédente mais qui a l'intérêt d'être définie pour 
x = y sous l'hypothèse a < \. 

Lemme 5 Soient a e]0, i[ ei x,y deux réek tels que < x,y < 1. On a, en posant f = 
|1 - X\ 2a fi, et /j, a (x, y, t) = (max(x, y) - min(x, y) + t) 

(TN(<Pa))ÏN X ] + im v ]+i = -7- (max([iVx], [Ny]) - mm([Nx], [Ny]j) + 

N 2a-1 

avec : 

rtoia(x,y) . . 

h a (x,y) = j t a -\fM a (x,y,t)) a - 1 (2(l-t) a (l-ix a (x,y,t)) a -(l-t) a -(l-^ a ) a )dt 

if-\l-t) a (2t-fi a (x,y,t)) a ~ (l-fx a (x,y,t)Ydt 

-00 

ï*- 1 (jla(x,y,t)) a - X dt 

min(x,y) 

Preuve : Dans cette démonstration nous supposerons que x < y. Nous allons de nouveau 
utiliser la formule de Gohberg-Semencul, mais nous allons regrouper les termes dans un ordre 
différent de ce qui a été fait dans la démonstration du théorème El On a, toujours avec les 
notations introduites au cours de l'article, et en posant, pour alléger les notations, [Nx] = k, 
[Ny] = l, 

(rp \-l ( -a (a) , , -(a) (a)\ f -{a) (a) -(a) (a) \ 

( T tf )*+l,J+l = (70 7/4 + • • • + % Il ) ~ [TnUTN-I + '~r N iN-k+l) 
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Nous remarquons qu'en normalisant par |/3À | 2 il vient 



k 
\ "* —a a 

/ j lu ll—k+u 

u=0 

+ 


u=0 

k 

/ .Vu Vll-k+u n-k+u) ^ 
u=0 


+ 


J2(lu a) -Â a) htl + u + 
u=0 
k 



+ Y.^-^^tUu-PtUu) 



„( a ) n( a )\f„,( a ) fl(a) 
u=0 

Nous obtenons dans un premier temps 

k +00 +00 

/ jVu > J l-k+u — 2-~i Pu ^l-k+u Z_> Vu > J l-k+u 

u=0 u=0 u=k+l 

"T /v 2q_1 
¥> a r 2 (a)/i(l) 



puis 






k Aj2a— 1 

E^-^htL = p.( a )/i(i) Jte(iE ' y)+o(Jv30l " 1) 



_ B _ — r^ r^— , , . . i\[2a—l 



avec 



/•+00 
ha(x,y) = / ^(y-s + i)*- 1 ^ 

ha(x,y) = [ X r- 1 (y-X + t) a - 1 ((l-V + X-t) a -l)dt 

Jo 

ha(x,y) = r{y-x + t) a - l {l-y + x-trt a - l {{l-tr-l)dt 
Jo 

h*(x,y) = re-\y- x + t) a - l {{l-tr -!){{! -y + x-t) a -l)dt. 
Jo 

Nous avons d'autre part établi dans un précédent travail ([T7] ) que 

k i\j2a— 1 

E^Uu^-i+u = T *(a)Ml) h ' a(x ' v) + o(N^), 
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avec 

J 5 ,a(x, y) = [ t^Hl -t) a (t-y + x) a -\l -t + y- x) a dt. 

Jl-X 

Tout ceci donne finalement comme annoncé 

(T N (mli,i+i = j(!-k)) + r2(a)/l(1) M*, y) + «(iv 2 - 1 ), 

avec 

K{x,y) = h,ai x ^y) + h,a( x >y) +h,a( x >y) -h, a (x,y) - I 5>a (x,y). 

En remplaçant les intégrales par leur valeur on obtient l'expression de h a (x,y) énoncée dans 
le lemme. □ 

Nous allons maintenant passer à la démonstration du théorème proprement dit. 
Nous pouvons bien sûr écrire 

Tr(((T N Mrr)= E ((^(^))- 1 ) fcl+1 ,, 2+ i E ((^(^))- 1 ) fc2+ljfc3+1 (7) 

0<ki<N 0<k 2 <N 



E ((T N (cp a )) l ) km _ 1+1>ka+1 {(T N (<p a )) 1 ) fcs+1]fcl+1 



0<k s <N 

En utilisant le lemme © et le lemme ([2]) nous obtenons, si e désigne un réel positif, 

E (( r *M)~ Vi+i,*.+i (( T *MT l ) ks+1M _ 

]k s <N 
J\fia-1 



1+1 

0<k s <N 



[ G a (k s -i/N,t s )G a (t s ,k 1 /N)dt s + 

Jt„e(\o.i]\A*_-,.*) 



T\a)fl(l) \J tsem] \ A ^ s) 
+ I h a (k s „ 1 /N,t s )h a (t s ,k l /N)dt s + 



+ ^ — (max(fc s _i, k s ) - min(A; s _i, k s )) — (max(ki,k s ) - mm(ki,k s )) \ + 

^—— ' en. </■>_ I 

+ o(iV 4Q - 1 ; 



k s eD e , U3 V" V° 



où A M , S = [^ - e, ^ + e] U[%i - e, %i + e] 

et #[jVe],l, s -i = {k £ N/fc s _! - [Ne] < k < k e -i + [Ne], k% - [Ne] < k < k x + [Ne]}, où [t] 

désigne la partie entière d'un réel t. 

En remarquant que si y, z £ [0,1] la fonction x — > G a (y,x)G a (x,z) est intégrable sur [0,1] 

(lemme (j3|)), on obtient, en faisant tendre e vers zéro 



<N 

7y4a— 1 f-1 



' fc„+l,fcl+l 
0<fc.<iV 



r , ,.., , G a {k s ^/N,t s )G a {t s M/N)dt s +o(N 4a ~ 1 ) 
r («)/i l 1 ) 7o 
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si a > \ et, dans le cas contraire 

E (( T ^)r V 1+ o s +i ((^wr 1 )*.-*,*! 

0<k s <N 

jy"4a— 1 /■! 



..,, , r . M , G a {k a . x /N,t a )G a {t a ,kx/N)dt a + 



+ > — (max(fc s _i,fc s ) — min(A; s _i, fe s )) — (max(A:i, k s ) — min(A;i, k s )) + 

h an ^ a Va 

1*8 t -^710,1, S — 1 

si no est un entier tel que si \m\ > uq on peut remplacer <p a (m) par son asymptotique. Puisque 
a est un réel positif on obtient, pour un entier i suffisamment grand en répétant à chaque étape 
le même découpage, 

Tr(((T N (v a )rr) = E ((^(^))- 1 ) fel+life2+1 E (m<Pa)rx +1M+1 

0<k!<N 0<k 2 <N 



E (c^wrVx 

ki-i<N 
( N 2a(i+2)-l ri 



i+l,ki 
0<fci_i<JV 



(r»(o)/i(i)r;o 

Kfia— 1 /•! 



Gaiki-t/N^dtt 



[ G a (t s -i,t s )G a (t s ,h/N)dt s (l + o(l)), 
Jo 



r 4 («)/ 2 (l) J 

En répétant cette méthode on peut de même obtenir pour tout entier i 1 < i < s — 1, le 
passage de l'expression ci-dessus à l'expression 

Tr (((T^(^))- 1 ) 5 ) = r2a(a)/ 2, (1) / o *'Ga(*i,*i)Ai (1 + o(l)) . 

7 Démonstration du corollaire [2] 
7.1 Cas où l'exposant a est dans ]0, |[ 

Nous allons d'abord encadrer A a> N la plus grande valeur propre de (T]y(ip a ))~ . Pour cela 

nous allons encadrer Tr ( ( (T/v(y? Q ))~ ) ) • 

Majoration de A Q; tv avec a G]0, |[ 

Une majoration est immédiatement fournie par les lemmes[3]|31 Cette majoration est 



Tr ( ( ( r v! ,,j)")1 < iv 2 - ( r{1 * a) \ {a) Y K f * Y /* f t a { tl M)dhdt 2 . 



-1 \ 1 ^ (\7-2as , 

r(i-a) ; " a Vr 2 (a)/! 2 (i); 7o 7o 



Soit encore 



T>(((^(^)r i n<^ r( l7^ (tt ^ , 



r(l-a) a Vr 2 (a)A 2 (l)y a(2a + l)' 
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Puisque nous avons 

A a>N = ^m^Tr (((Tj^a))" 1 )*)) 17 *, 
nous obtenons la majoration 

A < N ^K 1 r(l-2a)I» 

A "> N ^ N K «THÔ)W) r(i-a) 

qui s'écrit aussi, en remplaçant K a par sa valeur, 

3A <jV 2«(ir 2 (2a)r(l-2a)r( a )^ 1 L-(j.-2o) 



ïa r(4a) ' r(l-a) / T(a)/ 1 2 (l) r(l - a) 



Minoration de A aj jv avec a g]0, \\. 
Supposons ici que < x < y < 1. Nous avons 



G a (x,y)>x a y a [ (t - x) ' 1 (t - y)*' 1 dt , 

Jy 



soit en reprenant l'expression obtenue dans la démonstration du lemme [3] : 

G a (x,y) > r(l-2«)r(a) ^ 
1 (1 — a) 

> r(i-2a)r(g) a;2a ( )2a -i 
r(i — a) 
r(l - 2a)r(a) J2a ^ 2a _i 

- r(i-a) y 

r(l-2a)r(a) , 2a 
rfl -a) y ' 



Ce qui donne 



TrtUT^rï) > .^S^ f^W C /V* 



(r2(a)A(l))' V r(l-a) 

Ce qui nous donne finalement 

iV 2Q r(l - 2a) 



A Q ,7V > 



/i(l)r(l-a)r(a)(4a + l) 

7.2 Cas où l'exposant a est dans ]|,1[ 

Là aussi nous allons chercher à encadrer A Qi tv- 
Majoration de A a> jv avec a g]|, 1[. 
En utilisant la formule de trace obtenue plus haut nous obtenons facilement 

A < A T 2a B(2a,2a) ,^ 2 ^ 

Aa ' N ~ N ri(a)(2a-l) + ° {N } - 



22 



Minoration de A Q tv avec a G]^,l[. 

Pour simplifier les notations nous supposerons dans ce paragraphe que < x < y < 1. 

Remarquons que nous avons 

G a [x,y) = x y ^ dt 

> x Q y Q I (t - x) a - x dt 

Jy 

a ({i- x y-( y - x y 



> x"y 



a 



D'autre part d'après le théorème des accroissements finis il existe un réel c, y < c < 1 tel que 
(1 - x) a -{y- x) a = a(l - y)(c- x) ' 1 . Puisque (c - x) ' 1 > (1 - x) " 1 > (1 - x) (a < 1) 
nous pouvons écrire les inégalités 

G a (x,y) > x a y a {l-y){c-xT- 1 

> x a y a (l-y){l-x) a - 1 

> x a y a (l-y)(l-x) 

En remarquant que 

•••/ g(xi)f(x 2 )g(x 2 )f(x 3 )---g(x n )f(xi)dx n dx n -i---dx n -i = ( / g(x)f(x)dx\ (8) 

nous pouvons conclure que 

/ / \ s\ /V 2sQ / Z" 1 

'(MD ^.w lil'*''-''* 

Soit 

A », > /v 2q 

r 2 (a)/i(l^ 



1 r 1 

AaJV>iV 2Q „ / X 2 "(l-x) 2 dx. 



Ce qui donne, tous calculs faits 



A Q m > N 2a 



(2a + l)(2a + 2) (2a + 3) r 2 (a)/i(l) 



7.3 Cas où l'exposant a est dans ]l,+oo[ 

Majoration de A a i p h a ,N avec a G]l,+oo[. 

Notre calcul s'inspire de celui effectué dans le cas d'un exposant entier par Bôttcher et Widom 
dans [3]. Dans l'écriture 

T, '( (rN( "" )) ) =(FRMÏF X (9) 

x/ / G a (h,t 2 ) G a (t 2 ,t 3 )--- G a (t s -!,t s ) G a (t s ,h)dti ■ ■ ■ dt s 
Jo Jo Jo Jo Jo 
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nous posons le changement de variable 

\-\-X\ 1 + x 2 , l + x s 

2 2 2 

Nous obtenons alors 

Tr((2>rW) J = (^(a)/^))' ^ L J_ x G " ( ^' ~^ )x 

x/ 1 i G û (i^,i^).../ 1 i G û (i±|^,i±^)x (10) 

f 1 ri ,l + X s l + Xi 

x / Cr a ( — ô — ' — 9 — )" x i'"« x * 

Nous pouvons alors remarquer que 

,1 + xi l+x 2 , /l + xi\ a /l + a;2 



(*n 



2 ' 2 



/' 

Jmax((l+xi)/2,(l- 



-!—!■ dt 



i({l+x 1 )/2,(l+x 2 )/2) l 

(l + xi) a (l + x 2 ) a I 1 \~2~) {^) dt' 

4- L ax{xuX2) (±±f) 2a 2 

= 4-a +xl m +X2 r f (t ' - * ir x ( ^ r V 

^ Jmax(ii,i 2 ) (. 2~ J 

D'autre part la dérivée logarithmique de la fonction t —> - — x \' + t -a est - — X (i+t)(t-x 1 )(t-x )^ X2 
qui est positive sur [max(xi,X2), 1]. Nous pouvons donc écrire 

l+Xl 1+x 2 r 1 (i- Xl r- i Q.-x 2 r- 1 

(*a{^—,^—) < T2^(l + X X ) (l + X 2 ) / ——2 dt 

< ^L(l + xx)(l + x 2 )(l - ^^(l - xl)- 1 
L'égalité [ïï] fournit alors 

lim (Tr (((TNiipa))- 1 )) 8 ) 1 ' = A a , N 



Aa,N< I (l+xf(l-x) 2a - 2 dx- 



et la majoration 

7-i U ' "' ^ "' ^T\a)h(X)± 2a ' 

Soit 

1 r(2a + l)r(2a-l) 

a ' N ~ TiÔ) r(4a)r» ■ 

Ce qui donne une minoration de c a équivalente à celle donnée dans l'article [1] pour le cas 
entier. 
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Minoration de A Q tv avec a e]l,+oo[. 

Cette fois-ci encore nous supposerons < x < y < 1. Nous pouvons alors écrire 

/•l (+ - y) 20 " 2 

G a (x,y) > x a y a j y { -^_ dt 

,1 

y 



> x a y a / (1 - uy) 2a ~ 2 du 

w y(2a - 1) - 2a - 1 

C'est à dire que nous avons dans ce cas 

G tt (x,y) > ( min ^^)) 2Q " 1 ^ 1 -max^)) 2 - 1 (u) 

En utilisant la remarque t < 1 — t si et seulement si £ < 2 nous pouvons écrire, 

^ j.20-1 2q-1 

si - > max(x,2/) > alors G a (x,y) > (12) 

1 (1 _ x \2a-ln \2a-l 

si 1 > min(x,y) > - alors G a (x,y) > _ • (13) 

La démonstration du théorème [3] nous dit d'autre part que 

Tr(TAf((/? Q )) _1 

j*j2as — 1 ^l 



(r 2 («)/i(i))' 



/ G a (ii,i 2 ) / G Q (t 2 ,£ 3 )--- / G a {ts-i,t s )G a (t s ,t 1 )dt s ---dt 1 . 
Jo Jo Jo 



En décomposant chacune des intégrales ci dessus en une somme de deux intégrales, l'une où 
la variable appartient à l'intervalle [0, 2] l'autre où la variable appartient à l'intervalle [|, 1] 



on peut écrire I TV (Tjv(<^o)) ) comme la somme de 2 S termes de la forme 

/ G a (ti,t 2 ) I G a (t2,t 3 )--- I G a (t s - h t s )G a (t s ,t x )dt s ■ ■ ■ dh 
Jh Jh Jls 

où Ij est ou égal à l'intervalle [0^] ou égal à l'intervalle [5, 1]. Alors les minorations [Tï ] \Ï2 \ IT3l 
permettent d'obtenir 

(TrjjTM^))- 1 )) " (2a - 1)- (T*(a)Ml)) 8 (2^-i(4a - 1))^^' 
ce qui nous donne la minoration 

a > 2 1 1 ^y-20 

a ' N ~ 2a - 1 T 2 (a)/i(l) 2 4 «-!(4a - 1) ' 
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8 Démonstration du théorème [5] 

En fait le théorème [5] a été démontrée pour les a G N tendant vers l'infini par Widom et 
Bôttcher dans l'article |3]. Lorsque cet article a été écrit le noyau G a n'était établi que pour 
a G N. Néanmoins nous allons pouvoir réutiliser ici certains des arguments de cette preuve 
qui sont toujours valables si on imagine que a est un réel qui tend vers l'infini et non plus un 
entier. 
Nous avons déjà vu que 

âa(*,V) = \G a (^^) = ^f^âj Ha ^ y) - (U) 

avec 

H a (x, y) = (1 + *r (1 + y) a f ^f'itf" 1 ^' (15) 

En calculant la dérivée logarithmique de la fonction t —ï yk - \, ^ on montre que la 

((l+£)/2) 

fonction 

{,y,) (d + t)/2) 2 

atteint son maximum au seul point t = 1, x = 0, y = 0. C'est à dire que si S est un réel fixé 

entre et 1 on sait qu'en dehors d'un ensemble \t — 1| < e, |x| < e, \y\ < e, où < e < i un 

réel bien choisi on a 

(*-*)(* -y) 



(d + t)/2f 



< 1-5. 



Puisque a tend vers plus l'infini on peut supposer a > 1 et donc écrire 



a-l 



((l + t)/2) 2 



ce qui donne 



H a (x, y) = (l + xr(l + i/) tt l e (s)l e (y) f {t ^^J^- dt + O ((1 - 5)") , 

Ji_ e ((l + t)/2) 

où l e est la fonction caractéristique de l'intervalle [— e, e]. Avec le changement de variable 
t = 1 — t on obtient 

H a (x,y) = (1 - x 2 T(l - y 2 TUx)Uy)x (16) 



x 






L'objectif est alors de mettre la partie principale deH a sous la forme fg et d'utiliser une 
propriété identique à la formule [8] En reprenant les calculs de [4] on obtient 



v2- 



H a (x, y) = -(l- xT(l ~ VT (1 + O(x) + 0{y)) + O(-) (17) 

a a z 
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toujours uniformément en x et y pour (x,y) G [—1, 1] x [—1, 1]. 

Si M<i et M3, désignent les opérateurs intégraux de noyaux respectif 

0(x)(l - x 2 ) a (l - y 2 ) a , 0(y)(l - x 2 ) a (l - y 2 ) a . 

On a 

||M 2 || 2 = f 1 0(x 2 )(l - x 2 ) 2a dx f 1 (1 - y^dy = O (±-<[P\ x f^ = o(\). 



1 J-i 



4a V 2a / V 2a Va 2 



On obtient de même HM3H 2 = O (4r) • Nous pouvons alors écrire, comme dans la démonstration 
du corollaire [2] 



/ i\ s N 2as 1 r f 



(r»/^!)) 8 ^ J_ X J_ X ^ 2 



x j H a { 



N 2as , 1 f 1 Z" 1 1 + x! l + x 2 



l+x 2 l + x 3 , ^ 1+x s _i 1 + x s 

#a( = , — ^ — )x (18) 



^ ET / 1 + X ^ i + ÏK, , 

x / H a { — - — , — - — )dx\---dx s 



En utilisant H3 et les résultats 

||M2|| 2 = ||M 3 || 2 = 0(4 
On peut écrire, à partir de [T8l 

j2as 1 1 / /•! /•! 



Tr ((T NM r) 8 = {r2 ^ S l{1)r ^rè {L /j' ~ ^ (1 " ^ X 

x / (l-x 2 ) a (l-x 3 ) a '"f (l-i s _i) a ,(l- ïs rx (19) 



x / (1 — x s ) Q , (1 — x\) a dx\ ■ ■ ■ dx s . ) x 



x(l + 0(l)) 
Nous avons d'autre part 



/> -*">■■* =)/s( 1+0 <5>) 



L'égalité [TÏÏ1 permet donc d'écrire, avec toujours la même notation pour la plus grande valeur 
propre 

iV 2 » l / [T (l_ 
a ' N ~ h{\) ar 2 (a)4 2 « VV 2a + \a. 



ou encore 



N 2a ( e \ 2 « 1 / ^ ( J 

Aa,iV = : ^TTTT ( — ) -5=! 1 + 



/i(l) V4a/ V8vrâ V Vv 7 " 
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